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f =J 2 3  － C J 3 2  － Β  pijijεσ ′                       (1)  
ここで, J 2  =(1/2) ijijσσ ′′ ,  J 3 =(1/3) kijkij σσσ ′′′  はそ 




C は J3 の影響を表すパラメータ, B はバウシンガ
パラメータである．式(1) は Edelman ら 6 )が種  々
の形の降伏関数を提案している中で，その一つの
種々の予ひずみを受けたアルミニウム管の多軸降伏挙動 
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Abstract 
A subsequent yield function of the sixth degree has been proposed by the author. It is able to include three effects, namely the third 
deviatoric stress invariant , anisotropy and the Bauschinger effect. Experimental evaluation is made on A1050 aluminum tubes under 
multiaxial stress states. The tubing used has undergone progressive deformation such as extruding, plug drawing and stretching in the 
industrial forming process. For this reason, it has orthotropic anisotropy even after full annealing, and the initial yield locus in the 
tension-torsion stress field lies outside von Mises’ yield locus. Reloading tests by means of both combined axial load (tension and 
compression)-torsion and combined axial load-internal pressure-torsion are carried out on the fully annealed tubes subjected to 
prestrains in tension, torsion and combined tension-torsion. By determining the subsequent yield loci in various principal stress planes, 
the change in yield stress with a rotation of the principal stress axes is examined. Consequently, it is shown that anisotropic hardening 
(expansion, distortion and rotation of the locus) superposed kinematic hardening (translation) can be expressed precisely by the 
proposed yield function. 
Key words: A1050 aluminum , Tensile prestrain, Torsional prestrain, Combined prestrain, Yield locus , Subsequent yield function. 
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式すなわち， 
f =Ｆ(J2   ，J3 ) －  Β  pijijεσ ′                                       ( 2)   



































 本研究で適用する 6 次後続降伏関数は，次式の
ように式(1)の第1項と第2項を式(3)で置き換えた
ものである． 


























) + τ x y 2 －(Axxyy + Azzxx )σ x2 + 2 Axxyyσ xσ y－(Axxyy +Ayyzz) σ y 2 
+ 4 Axyxyτ x y 2}－ B{ε 0 (σ x +ξ σ y ) +γ 0 τ x y }－C{(1/27) (2σ x－ 
σ y )(σ x－ 2σ y ) (σ x＋σ y )＋(1/3) (σ x＋σ y ) τ x y 2} 2 = (σ f  6/27) 
×{1－4C/27－3(Axxyy ＋Azzxx) }－Bε 0 σ f                  (6)                                          
ここで，σ x ，σ yおよびτ xyはそれぞれ軸応力，円
周応力およびせん断応力，ε 0 は引張予ひずみ ，γ 0 
はねじり予ひずみ(工学的せん断ひずみ)，ξ  は円周
方向の塑性ひずみと軸方向の塑性ひずみの比，σ f 






ijdε ＝( ijf σ∂∂ / ) dλ  
dλ＝(3/2) 1/2 ( pdε /|grad f |)   























































内圧－ねじりの組合せ負荷を加えると x-y 座標系 
では応力成分σx , σy およびτxy が作用する．そして 













 σ1, σ2 = (1/2){σx +σy ± 22 4)( xyyx τσσ +− }   (8) 
   tan2θ = 2τxy /(σx －σy )                                          (9) 
ここで, θ は x 軸から反時計まわりの傾角とする． 
 予ひずみは Fig.3 に示すように引張り, 引張り
－ねじり組合せおよびねじりの 3 種類とした．た
だし，引張り－ねじり組合せ予ひずみの場合には
tan β = xxy στ /3 = 1 の比例負荷で予ひずみを加え
た(以下，組合せ予ひずみと呼ぶことにする)．予
負荷時の主応力方向は順にθ = 0°，24.6°および 45°
となる．予ひずみ量は各予ひずみとも除荷状態お
いて相当塑性ひずみがρ 0 =∫ pdε =3.0%となるよ
うに調整した．各予ひずみを加えたときの予応力





0 3τσ + =58.4Mpa およびσ0 = 03τ =63.4Mpa





(1) σ τx xy− 3 平面上で 3τ σxy x/ = 一定の負荷
経路． 
(2) 予負荷方向を含むσ1－σ2 平面上でσ 2 /σ 1 =  
一定の負荷経路． 
(3) 予負荷方向を含まないσ1－σ2平面上でσ 2 /σ 1  
= 一定の負荷経路． 
ここで，(3)については引張予ひずみの場合 θ = 
45°，組合せ予ひずみとねじり予ひずみの場合θ = 
0°を選び，Fig.4 に示すように tan α = σ 2 /σ 1 = 一定 
で再負荷を行った． 
 
Fig.1  Chucking device of multiaxial stress testing machine. 
 
Fig.2  Coordinate system of stress components and  
  stress state under combined loadings: (a) normal and 
  shear stresses in the original coordinate system and  
(b) principal stresses in the rotated coordinate system, 



















Fig.3  Prestress directions in xyx τσ 3− plane.       















σy ≧0 の領域は式(8)および式(9)より 
  (1+sec2θ )σ 2 －(1－sec2θ )σ 1 ≧0        (10) 







4・1 初期降伏挙動 13) 
(1) 引張り－内圧組合せ負荷  引張り－内圧組合
せ負荷は応力主軸が回転しない場合の降伏挙動を
調べるための試験法である．σx －σy平面はθ = 0°
のときの主応力平面と同じであり，応力主軸は x
軸と y 軸方向に固定されている(Fig.2 参照)． 
完全焼なましたアルミニウム管の単軸引張応力
－塑性ひずみ曲線(σf －ε  p曲線)は Ludwik 則で表
すことができた． 
   σf  =σs + k(ε  p) n                                  (11)   
ここで，σs = 9.3Mpa, k =501.3Mpa および n =0.68
である．そして各組合せ負荷経路における相当応
力－相当塑性ひずみ曲線について流動応力比 
σ /σ f を求めたところ，相当塑性ひずみρ ≒3.0 %
の実験範囲まではオフセットひずみに依存せず，
ほとんど一定であった．よって，等ひずみ曲面は
相似となるので，Fig.5 に示すようにσ x /σ f とσ y /σ f  
の無次元化座標で表した曲面を降伏曲面とみなす
ことができる．各実験点を見ると，σ y /σ x= 1/2 の 















Mises の曲面に近い側に位置し，σ y /σ x= 1, 2 およ 
び∞の負荷経路上では Mises の曲面の外側にある．
σ y /σ x= 1の負荷は静水圧成分を無視すると z軸方
向の圧縮と等価な応力状態となるので，各軸方向




次に, σ y /σ x= 0 と 1/2 の負荷経路から得られた
実験値を比較することによって，初期異方性と J3  
の影響の分離を試みた
10),18)
. σ y /σ x= 0 は J3 の影響
のある負荷経路(J3 ≠0)であり，σ y /σ x= 1/2 はその
影響がない負荷経路(J3 =0)である 19)．これら二つ
の負荷経路間のスペースは比較的狭いので異方性
の発現に違いを生じないと仮定すると，σ y /σ x= 
1/2 の負荷経路上の無次元化降伏応力は J3 の影響
のみを発現したことになる．そこで，この無次元化降
伏応力を Drucker7)の降伏条件式に代入すると C  
=1.265 が得られた．この値を本材料が等方性に帰
着した場合の材料固有の定数とする．Fig.5 に C 




合 5 個のパラメータを含んでいるが (式(6)におい 






Fig.5  Initial yield locus expressed with the dimensionless 
coordinate system of σ x /σ f and σ y /σ f  [σ f : Tensile 
flow stress given in equation (11)]. 
 

















パラメータ数は 4 個である．そこで，パラメータ 
C を従属パラメータにとり，Drucker の降伏条件式















(2) 引張り－ねじり組合せ負荷  引張り－ねじり
組合せ負荷の場合には，せん断応力と軸応力の比
に依存して応力主軸が回転し，主応力比も変化する． 








示した矢印はψ＝tan－１｛( pxydγ / 3 ) / pxdε ｝に対応
する塑性ひずみ増分ベクトルの方向を表している． 
 Fig.7 は塑性ひずみ増分比をM = pydε / pxdε (ポア 
ソン比に対応)とおき，このM と負荷方向β= tan –1 
( 3τ σxy x/ )の関係を示したものである．M 値は



































応力比をσ x：σ y：τ xy = 1：tan2 θ：tanθ に保持して
薄肉円管に負荷すると，第2章で前述したように主
応力はσ 1=σ θ =σ x(1+ tan2θ ), σ 2=σ 3= 0 となり，角
度θ を変化させた一連の実験から面内異方性を精
密かつ定量的に検出することができる．主応力方
向θ に対する流動応力の変化(Fig.8(d)の initial 
tension 参照)において，流動応力比σ θ /σ f  =１から 
の変化量が応力尺度の異方性となる．σθ  /σ f －θ  
Table 1  Parameter values in equation (3) used for 
 numerical calculation. 










 by eq.(3) 
Fig.6  Initial yield locus expressed with the dimension- 
less coordinate system of σ x /σ f and 3 τ xy /σ f  [σ f :  
Tensile flow stress given in equation (11)]. 
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: i ntal lated by eqs.(3) and (7) 
Fig.7  Relation between plastic strain increment ratio M  
and loading direction β , obtained from loading tests of 
3 τxy /σx=const. 










性の発現量としてθ =53°のとき(σθ  /σ f －1)max×100 
=12.2% の値が得られた． 
 一方，off-axis ねじり 8),22)(σ x：σ y：τ xy = －1： 1 ：




大異方性の発現量は(1－τϕ   /τ f )max×100 =10.4 %で
あった ( Fig.10(d)の initial torsion 参照)．なお，両者
の負荷試験の違いは偏差応力の第 3 不変量 J3 の
影響の有無にある．すなわち，off-axis 引張りを J3
の影響がある(J3≠0) 負荷下での異方性検出試験, 

















  σx= (1/2){σ1 +σ2 + (σ1 －σ2 )cos2θ } 
  σy= (1/2){σ1 +σ2 －(σ1 －σ2 )cos2θ } 
  τxy = (1/2) (σ1 －σ2 ) sin2θ                       
とおく．また，円周方向の塑性ひずみと軸方向の 









ったので Fig.7 に示した M 値と同じ値となる．す
なわち，4.1(2)項で述べたように引張予ひずみの場







(1) 引張予ひずみの場合  最初に式(6)のパラメ
ータの導出法について述べる．σx－ 3 τxy 平面に
おいて引張り，圧縮および正ねじりの降伏応力を
それぞれσ f , σ r および 3 τ f とおく．さらに, この
平面で tanβ =一定の組合せ負荷下の降伏応力を
ttσ (相当応力)とおき，これらを式(6)へ代入して連
立式を解き，かつ最小 2 乗法を適用すると Bε 0 ，
Axxyy ＋Azzxxおよび Axyxyが得られる．次に，θ =0°の
ときのσ1－σ2 平面において等 2 軸引張り(α =45°)
および開端内圧(α =90°)の降伏応力をそれぞれσ bt 
およびσ hとおき，式(6)へ代入することによりAxxyy 
＋Ayyzz および Ayyzz ＋Azzxxが得られる．結局，再度
連立式を解くことによって各異方性パラメータを
決定することができる．なお，C 値については C 








Table 2  Parameter values in equation (6) used for numerical calculation. 
 






pB 0γ ξ(MPa5) (MPa5)
3.551×107 0 0.456－
1.265 －0.463 －0.118 －0.141 0.021 3.962×1070
1.265 －0.581 －0.776 －0.108 0.273 2.044×107 0.465－3.522×107
Combined tension 









































曲面の図心 G を測定し，線分    の長さから移動 
量および線分  の傾きから移動方向を求めた． 
もし降伏曲面が対称軸を持ち，かつその軸が  
移動方向と一致する場合には移動方向が座標  





































なく，α =1.7° の方向へ 9.9Mpa 移動した．      
一方，θ=45°のときには後続降伏曲面はσ2=σ1 
(a) σx－ 3 τxy plane  
σ
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(b) σ1－σ2 plane (θ =0°) 
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(d) Off-axis tension and compression 
(c) σ1－σ2 plane (θ =45°) 
σ


































Fig.8  Subsequent yield loci specified by 0.05% off-set strain 
after tensile prestrain. G indicates a centroid of the subsequent 







































伏応力よりも高くなる．σ θ /σ f  =１からの最大変
化はθ =0°のときの圧縮で生じる．すなわち，最大
異方性はバウシンガ効果によって規定され，その


















がある．そこで逆ねじりの降伏応力 3 τ r も導入
する．σ τx xy− 3 平面から得られる特性値を式(6)
に代入して連立式を解くと Bε 0 ，Bγ 0 ，Axxyy ＋Azzxx
およびAxyxyが得られる．さらに，σ bt およびσ hを
導入すると(1)の場合と同様に Axxyy ＋Ayyzz および
Ayyzz ＋Azzxx が求まり，再度連立式を解くと異方性










た，曲面はβ =48°方向へ 11.4Mpa 移動した．(b)に
θ =24.6°のときのσ1－σ2 平面における降伏曲面を 
示す．後続降伏曲面の移動方向はα =－7.5°で，予 
(a) σx－ 3 τxy plane  
β =65° 
σ
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(b) σ1－σ2 plane (θ =24.6°) 
σ






































(c) σ1－σ2 plane (θ =0°) 
σ
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Fig.9  Subsequent yield loci specified by 0.05% off-set strain after 
combined prestrain. G indicates a centroid of the subsequent yield 





































る．一方，θ =0°～−90°では，θ が負の方向へ大き 





















θ = −46°まで上昇した後低下する．両者の降伏応力 
はθ = −27°で一致する．最大異方性はθ =24°のとき 
の圧縮で生じ，その発現量は(1－|σθ  | /σ f )max ×100 
=44.2%である．なお，後続の引張降伏応力が最大，
後続の圧縮降伏応力が最小となる角度は(a)に 
おける出っ張りの方向(β=65°, θ =34°)および予  
負荷の逆方向(β = −135°, θ =24.6°) と完全には  
一致しない． この理由はσ τx xy− 3 平面における
組合せ比例負荷とoff-axis 引張り(圧縮)とでは主応
力比 tanα = σ 2 /σ 1が異なるためである．すなわち，
β =65°および −135°の場合 それぞれ σ2 /σ1 =   
－0.46, －0.21 となる．(e)に off-axis ねじり負荷下
における無次元化降伏応力の変化を示す．この図
においても 降伏応力がϕ = 0°に関して非対称と 
なるので ϕ = −90°～90° の範囲で描いている．予負
荷 の逆 方向はθ  とϕ  の関係式 ϕ =θ +45°から， 
ϕ =  69.6°となる．しかしながら，上述と同じ理  
由により， せん断降伏応力が最小となる角度 
(e) Off-axis torsion 













































0 15 30 45 60 75 90–90 –75 –60 –45 –30 –15
Fig.9 (Continued) Subsequent yield loci specified by 0.05% off-set strain after combined prestrain. The subsequent tensile 
yield stress at θ =0°and subsequent torsional yield stress at ϕ = 0°, σ f and τ f , are 51.6 Mpa and 31.6 Mpa, respectively. 





























ϕ = 0°～90°では後続のせん断降伏応力はϕ が大き
くなるとϕ = 67°まで低下し，その後上昇する．一
方，ϕ = 0°～−90°ではϕ =−5°のとき最大値をとり，
その後低下する．最大異方性はϕ =67°のとき生じ，
その発現量は(1－τϕ   /τ f )max×100 =42.3%である．  
(3)ねじり予ひずみの場合 Table2 の 4 行目に式
(6)のパラメータ値を示す．パラメータを決定する 
手順は(1)の場合と同様である．特性値としてσ r  





























て示す．(a)のσ τx xy− 3 平面における後続降伏曲
面は｢おむすび形｣の形状を呈するが，Fig.8(a)と比





－45°)へ 11.2Mpa 移動した. 形状的には出っ張り
が不明瞭で，予負荷方向およびそれと逆方向の領
域で扁平である．一方,θ =0°のとき後続降伏曲面は
(a) σx－ 3 τxy plane  
σ





































(b) σ1－σ2 plane (θ =45°) 





































(c) σ1－σ2 plane (θ =0°) 
σ
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(d) Off-axis torsion 






















Fig.10  Subsequent yield loci specified by 0.05% off-set strain 
after torsional prestrain. G indicates a centroid of the 
subsequent yield locus. The subsequent torsional yield stress at 




















(a) 完全焼なまし材の降伏曲面はMises の曲面の 
外側にある．σx －σy 平面では円周方向で高強度の
直交異方性を示す．一方，σ τx xy− 3 平面では高い
せん断強度を示し，｢だ円形｣の形状を呈する． 
(b) 最大異方性については，off-axis 引張り負荷下 
においてθ =53°のとき 12.2% ，off-axis ねじり負荷
下においてϕ =45°のとき 10.4 %であり，前者の負
荷の場合の方が強い異方性を発現する． 
(2) 後続降伏挙動について 










持たない．σ τx xy− 3 平面では｢歪んだおむすび
形｣の形状を呈し，出っ張り方向と予負荷方向が一
致しない．θ =24.6°のときの主応力平面における曲




てθ =24°のとき 44.2%となる．  
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